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超级分形雪花是我们前期构造的一个优美的

分形结构，埃舍尔则是荷兰著名画家。前者属于

科学，后者属于艺术，看似风马牛不相及，但细

品之下，却能品评出二者之间契合呼应的韵味。

中国古语就有“雪飞六出”之说，表明古

人已经掌握了雪花六分对称的特征。从几何学的

角度看，六分对称的典型结构是正六边形；从拓

扑学的角度看，正六边形由六个全等的正三角形

无间隙地覆盖，而在有数的几个能够无间隙地镶

嵌整个平面的正多边形中，正三角形结构最为简

单；从力学的角度看，正三角形结构也是最为稳

定的正多边形结构。既然六分对称的性质如此之

优美，那么“雪飞六出”就不仅仅是大自然“喜

欢的选择”，而且也是“不得已的选择”了。

古往今来，晶莹剔透的雪花，引无数文人墨

客竞折腰，诞生了无数脍炙人口的诗篇和赏心悦

目的画作。中学时代学习语文，课本中那首气势

磅礴的《沁园春·雪》，便令人心潮澎湃，感慨

不已。	

美丽的雪花不仅是文学艺术家“摹写”的对

象，也是非线性科学家追逐的“宠儿”。显微镜

的镜头之下，雪花悄无声息地向探索者展示着自

然演化的奥秘。然而，要破解雪花演化的奥秘，

谈何容易！一朵朵稍纵即逝的雪花，就像一个个

蒙面的古怪精灵，无论你怎样竭尽全力，也难以

撩去那神秘的面纱。

也许，我们不应忽视古人的忠告：世界上

绝对没有两片完全相同的雪花。的确，随机涨落

和扰动不可避免地导致了雪花的对称性破缺，也

造就了每一朵雪花与众不同的个性。正因为有个

性，雪花才如此千姿百态；也正因为有个性，雪

花的演化才如此千变万化。个性化的雪花虽然让

大自然分外妖娆，却向自然科学探索者们提出了

严峻的挑战——仅仅通过研究“这一朵”或“那

一朵”雪花，将很难捕捉到所有雪花共同遵循的

规律性！当然，澄清“这一朵”或“那一朵”雪

花是怎样变化的，无疑是重要的，但肯定不是

最重要的。对以追求科学真理为己任的探索者

而言，最重要的，是隐藏在每一朵变化的雪花背

后，那个共同的且不变的东西！

显然，穷尽所有雪花以探索其演化规律之路

没有尽头。既然如此，我们何不反其道而行之：

超级分形雪花与埃舍尔的画作
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追寻雪花在绝对理想化的环境下“最想”采用的

生长模式？于是，就产生了超级分形雪花概念，

发展出了超级分形雪花的生长运动学思想。

分形是数学家Mandelbrot于1967年提出的

一个几何学概念。他在美国《科学》杂志上发表

短文，问了一个“看似不成问题”的问题：“英

国的海岸线有多长？”他证实，用一毫米长的尺

子和十公里长的尺子测量海岸线的长度，前者的

数值比后者的大得多。而当尺子的长度小到能够

计量每粒沙子的尺寸时，海岸线的长度可能是无

限长。换言之，海岸线的长度不是个定值，而是

随尺子长短的变化而变化。这是个惊心动魄的结

果。因为长度的度量，是整个自然科学中最基本

的度量，而几千年来，人类对这个最基本度量的

理解，竟然存在着如此深刻的局限性！海岸线虽

然在经典的长度意义下不可度量，但却有一个美

丽的不变性质：海湾的每一微小局部放大后，

都与整体相似。这种局部与整体的相似性，称为

“自相似性”。而分形结构就是这样的结构，从

有限大的整体到无限小的局部，具有无穷级（或

无穷嵌套）的自相似结构。分形几何中，最具代

表性的分形结构之一，是蜿蜒曲折、处处连续却

处处不光滑的Koch曲线。

超级分形雪花并不是真实的雪花，而是分形

几何学意义上的雪花。分形雪花的轮廓线，是无

穷多条具有无穷嵌套自相似结构的Koch曲线；分

形雪花的实体，是无穷多朵具有无穷嵌套自相似

结构的Koch雪花。奇妙的是，分形雪花包络的虚

空，也都是无穷多朵自相似的Koch雪花。因其

完美无缺，我们说这可能是世界上最漂亮的“一

朵”雪花；因其无穷无尽，我们说世界上的雪

花，都没有“这一朵”雪花中的雪花多。当然，

我们最终的目的，还是想借助超级分形雪花，揭

示雪花生长运动学中的不变性质，并向读者传达

这样的观点：分形雪花虽然不是真实的雪花，但

它可能为千姿百态的真实雪花提供一个理想化的

生长“模板”。

当然，分形雪花不仅仅是科学“作品”，

它与艺术多少有点关联。我们借鉴中国古典水墨

画和西方水彩画的艺术思想，尝试将分形雪花染

色。与西方五彩缤纷的水彩画不同，中国古典水

墨画上只有两种颜色：黑色和白色。换言之，从

空间形式看，水墨画上只有“墨到”的黑色空间

和“墨不到”的白色空间（即留白）。正如太极

八卦图上的黑白以及围棋中的黑白子，在中国古

典艺术思想中，黑白两种空间形式之间，是相辅

相成或互补的。墨到的部分和留白的部分，都是

水墨画的有机组成部分，切掉其中任何一部分，

都会“画将不画”。与水彩画重在写实不同，只

有黑白两色的水墨画，重在写意。而读者在“阅

读”时，必须将黑白空间有机地结合起来，通过

想象和意会，才能解读出水墨画的内涵和外延。

从这个意义上讲，水墨画虽然是画家创作的，但

其内涵和外延，却是由画家和读者共同“创作”

的。古典水墨画讲究均衡，但分形雪花却“走”

向了极端——黑色的空间趋于消失，白色的空间

占据了绝对优势。既然留白也是画，那么我们干

脆走向另一个极端：与常规的分形染色不同，我

们不再染分形空间，而是染分形空间的对偶空

间——分形雪花包络的虚空（或留白）。于是五

彩斑斓的彩色分形雪花便跃然纸上。

出人意料的是，彩色分形雪花与埃舍尔的

作品之间有着异曲同工之妙。艺术史上，很少有

画家像埃舍尔那样，在自然科学家的心目中享有

如此崇高的地位。他的画，在画家眼中是线条和

色彩，在自然科学家眼中则是几何、拓扑、对称

性和不变性。作为艺术上的外行，很多自然科学

家看不懂近代和现代派画家的作品，但看到埃舍

尔的作品时却是个例外：不仅能够瞬间领悟，而

且能够在瞬间共鸣。其中最能让我们共鸣的作

品，大都与“极限”有关，包括《方形极限》、

《越来越小》、《圆形极限》系列、《旋涡》

和《蛇》。尤其是《蛇》，不仅精致、优雅、

华丽，而且包含了彩色分形雪花中全部的对称

性——六分对称、镜面对称、平移对称、旋转对

称和相似对称。

《蛇》是埃舍尔去世前的最后一幅作品，但

从中看不出暮年的老态，相反，构思之精巧，线
美丽的分形雪花
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条之精细，色彩之艳丽，活力之蓬勃，令人叹为

观止。最精细之处，竟直达视觉分辨率之极限！

何等敏锐的眼睛，何等稳定的手！看这幅画，让

人立即联想到古龙先生的武侠小说。古龙先生观

察武功高手的手，总有独到的视角：“从来没有

见过如此稳定的手。”暮年埃舍尔的手，仍然极

其稳定，否则，作不出这样的画。当然，即使有

稳定的手，也未必能作出这样的画，因为要操控

稳定的手，还必须有静到极致的心。心静如止

水，手稳若泰山，应是对埃舍尔的准确写照。看

这幅画，还让人联想到印度裔美籍物理学家钱德

拉萨卡精彩的人生体验。钱德拉萨卡认为：科学

家的创造力，总是随着年事的升高而枯竭，典型

例子是牛顿和爱因斯坦，两位大师虽为科学家

中的旷世奇才，但他们最具创造力的工作，都在

四十多岁就已经做完；而文学家和音乐家的创造

力，总是随年事的升高而递增，典型例子是莎士

比亚和贝多芬，两位大师的作品，越到后期，

功夫越显老到，思想越显深刻，作品越显登峰造

极。现在看来，钱德拉萨卡的体验也适合作为画

家的埃舍尔：年事越高，功力越深，作品越炉火

纯青。虽然是外行，但我还是想说：《蛇》这幅

作品，应该位列埃舍尔的巅峰杰作之一。

《蛇》与彩色分形雪花的关联性和一致性，

不仅体现在对称形式上，而且体现在内涵上——

二者都表达了同一个深刻的主题：无限。无限是

哲学家们关注的主题，他们仰望星空，以求从宇

宙无垠的深处获得心灵深处的启迪；无限也是数

学家们关注的主题，两千多年的数学史，实际上

就是数学家们与无限持续搏斗的历史。随着他们

每一次的凯旋，人类的理性精神和心智的荣耀都

同时飞跃到新的高度。《蛇》是有限和无限的统

一体，埃舍尔虽然只能在有限的空间上演绎他的

思想，但却在图案的中心和边缘同时趋向于无限

小；彩色分形雪花更是有限和无限的统一体，在

有限的空间上，分形雪花的局部和整体，都同时

且协调一致地达到了无限。

人类的感性只能够感知有限，人类的理性才能

把握无限。不论是《蛇》还是彩色分形雪花，都只

能通过有限达到无限。不论是艺术家还是科学家，

都只能在有限的空间中，借助理性，创造无限，展

示无限，刻画无限，探索无限，理解无限。

埃舍尔的作品不是科学，彩色分形雪花也不

是艺术，但二者都从不同的侧面，体现了科学与

艺术的内在统一。故看似风马牛不相及的两个侧

面，原来却是同一个硬币的两面。而追求两面有

机统一的过程，恐怕也是一个无限的过程吧？我

们不大确定，但感觉答案应该是肯定的。

五彩斑斓的彩色分形雪花
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